
Анализ на задача unique

Тагове: офлайн заявки, дърво на Фенуик, wavelet дърво, персистентно сегментно дърво,

2D структури от данни, merge-sort дърво, treap, динамично сегментно дърво

Задачата е вдъхновена от сравнително известната задача за брой различни стойности в

подмасив (някои биха казали учебникарска, но зависи какви учебници гледаме!). Оказва се,

че ако искаме не само различните, но уникалните стойности в даден подмасив, подходът се

усложнява. За съжаление, за цялата задача с поддържане на онлайн заявки, заявките за промяна

се оказват много по-тежки от въпросите, затова техният брой е ограничен по условие. Така е

по-трудно на различни бавни ”чийт” решения да минават тестовете, защото повечето от тях

могат много бързо (константно или за логаритъм) да извършват заявка за промяна, разбира се

на цената на по-бавен отговор на въпрос.

Решение на първа подзадача – 10 точки

По традиция започваме с подзадача за наивното решение. Достатъчно е за всяко изслед-

ване да обходим числата в подмасива и с count масив да открием тези, които се срещат точно

веднъж. Съответно за всяка промяна единствено променяме числото в масива. Голямата конс-

танта на по-сложните решения позволяват това решение да се справя сравнително добре дори

при зададените по-големи ограничения за 𝑁 и 𝑄 тук.

Сложност: 𝑂(𝑄𝑁).

Решение на втора подзадача – 15 точки

Тук започва поредицата подзадачи, в които няма заявки за промяна. Допълнително улесне-

ние е, че можем да обработваме заявките офлайн. Това позволява да пригодим подхода, който

се използва за брой различни числа, с малко допълнение. Нека сортираме заявките по нараст-

ващ ляв край. Може да си мислим, че имаме показалка за левия край, която започва от индекс

0 и се движи до индекс 𝑁 − 1. Съответно когато показалката е със стойност 𝑙, ще намираме
отговорите на изследванията с ляв край равен на 𝑙. За тази цел ще отбелязваме за числата от

масива с индекси [𝑙, 𝑁 − 1] с +1, −1 и 0 съответно дали са първото срещане на такава стойност
в [𝑙, 𝑁 −1], дали са второто срещане на такава стойност и дали са трето или по-голям номер сре-

щане. По този начин, ако просто сумираме стойностите в подмасива на изследване [𝑙, 𝑟], сумата
ще е броя уникални стойности в него, защотоще имаме точно по 1 за всяка уникална стойност, а
за повтарящите се ще имаме сума 0, защото второто срещане ще нулира сметката за стойността,
а последващите срещания на стойността не се отразяват на сметката (защото са нули).

Така е достатъчно в дърво наФенуик да поддържаме съответните маркирания на числата от

масива, за да може бързо да намираме сумата за подмасива на изследване. Когато придвижваме

левия край надясно, трябва да разгледаме следващото и по-следващото срещане на стойността

(ако има такова), които съответно ще станат с маркери +1 и −1 (от предишни −1 и 0). Авто-
рът допълнително маркира и текущата стойност, от която се отместваме, с маркер 0, като това
позволява отговорът на изследване да е сумата на префикса [0, 𝑟] (а макар и ненужно тук, също
и по-лесна имплементация за поддържане на заявки за промяна).

Сложност: 𝑂((𝑁 + 𝑄) log𝑁).

Решение на трета подзадача – 13 точки

Това е първата подзадача с допълнителното условие. То всъщност улеснява търсения от-

говор, защото в подмасивите за изследване винаги знаем, че всяка стойност се среща веднъж

или два пъти. Това позволява отговорът на въпроса да стане доста подобен на отговора на въп-

роса за броя различни стойности. Нека за всяка стойност записваме индекса на предишното ѝ
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срещана в масива. Така ако имаме изследване на подмасива [𝑙, 𝑟], то броят уникални стойности
ще получим като от (𝑟 − 𝑙 + 1) (броя числа в подмасива) извадим два пъти броя стойности, за

които предишното срещане е в рамките на подмасива. Това е вярно, понеже стойностите, които

не са уникални, се срещат точно два пъти.

Така свеждаме подзадачата до намиране на броя числа в подмасив (съответните индекси

на предишните срещания), които са по-големи или равни на фиксирана стойност (𝑙). Има разно-
образни подходи, които решават тази задача. Най-директният може би е с merge-sort дърво, но

това ще оставим за по-нататък, когато е полезно за заявките за промяна. Друг подход с по-малко

известната структура от данни (и по-малко тромава от merge-sort дървото) е с wavelet дърво, с

което може да се запознаете например от тук. Тя позволява и по-лесно поддържане на проме-

ни, но за съжаление в тази задача промените не са подходящи, за да се приложи и за цялата

задачата. Тук ще опишем подхода с персистентно сегментно дърво, който всъщност можем да

мислим като обобщаване на идеята в първата подзадача за онлайн заявки.

Достатъчно е за заявки с фиксиран ляв край да маркираме с +1 второто срещане на всяка

стойност, за да броим повторенията при заявките. Това може да стане по аналогичен начин

(и с по-малко работа) на описаното в първа подзадача. Сега преди да отговаряме на заявките

симулираме местенето на левия край от 0 до𝑁 −1 и записваме историята на сегментното дърво
(в случая е по-удобно да използваме сегментно дърво вместо Фенуик). След това директно ще

можем да намираме отговора на изследване [𝑙, 𝑟] с една заявка върху версията при ляв край

𝑙. Персистентното сегментно дърво позволява да не пазим наивно всички сегментни дървета,

а по-умен начин да пазим единствено променените върхове при няколкото промени, които се

извършват с местенето на левия край. (за сметката на повече памет)

Сложност: 𝑂((𝑁 + 𝑄) log𝑁).

Решение на четвърта подзадача – 45 точки (=0+15+13+17)

Описанието на предишните подзадачи всъщност ни дава директно решение на тази под-

задача, която е цялата задачата, но в която няма промени. Можем да приложим персистентното

сегментно дърво точно за промените при симулацията на местенето на ляв край, която правим

в първа подзадача. Тук има и доста по-сложни подходи, на които няма да се спираме, а и не са

толкова поучителни.

Сложност: 𝑂((𝑁 + 𝑄) log𝑁).

Решение на пета подзадача – 28 точки (=0+0+13+0+15)

Вече трябва да можем бързо да поддържаме промени по масива и с допълнителното усло-

вие, подзадачата е подобна на онлайн задачата за намиране на брой различни числа в подмасив и

промяна на стойност. Нека се върнем на идеята, която описахме в трета подзадача – ако запишем

за всеки елемент на масива индекса на предишното срещане на стойността, то за да изчислява-

ме отговора на изследване [𝑙, 𝑟] трябва да можем да броим в подмасива [𝑙, 𝑟] броя индекси, които
са поне 𝑙 (аналогично на задачата за брой различни числа, в която трябва да броим индексите

по-малки от 𝑙). Предвиденото решение е класическия подход. Построяваме merge-sort дърво с
тези стойности, така че във всеки връх на дървото да поддържаме сортирани индексите.

Промените всъщност изменят най-много 3 индекса на предишна стойност. За да можем

да поддържаме промени и в дървото, трябва да използваме по-сложна структура от данни във

всеки връх. Предвидено е тази подзадача да може и да се минава с най-тежките такива, кои-

то осигуряват логаритмична сложност за промяна и за намиране на брой по-малки стойност

в един връх (или цялостно 𝑂(log2 𝑁) на заявка за промяна в дървото). Един лесен начин е да

използваме __gnu_pbds set във всеки връх на сегментното дърво, който разширява функционал-

ността на STL set с нужната заявка за нас. Всъщност е добре да направим __gnu_pbds multiset
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(заради повтарящите се −1 на стойностите, които нямат предишно срещане), като използва-

ме less_equal за оператор за сравняване на стойностите. Обърнете внимание, че това частично

”счупва” multiset-а, като вече insert и erase по стойност не работят правилно, но все пак може

да използваме, че lower_bound сега работи като upper_bound на нормален multiset (и обратното

е вярно). Разбира се, възможно е и просто да нямаме повторение на −1, като използваме вместо
това −𝑁, ..., −1 в зависимост от кой индекс идва −1.

Използвайки тази структура от данни е невъзможно да направим първоначалното строене

наmerge-sort дървото за 𝑂(𝑁 log𝑁), защото за разлика от нормалния set нямаме възможност за
линейна сложност да построим __gnu_pbds set по сортирани стойности. Алтернативно с повече

писане на код, но по-малко време на работа на програмата можем да използваме treap във всеки

връх на сегментното дърво. Допълнително, можем да построяваме treap-овете за линейно време

и така началната инициализация да е само за𝑂(𝑁 log𝑁) време. Най-добър подход за бързодейс-
твие се оказва използването на динамично сегментно дърво, което използва повече памет, но

понеже стойностите, за които го построяваме са в интервала [−1, 𝑁 − 2], то логаритъмът при
операциите е отново log𝑁 (но по-лек от този при предните структури от данни).

Сложност: 𝑂((𝑁 + 𝑄) log2 𝑁) или 𝑂(𝑁 log𝑁 + 𝑄 log2 𝑁).

Пълно решение – 100 точки

За тази част вече ни трябват нови идеи спрямо подзадачите без заявки за промяна. Нека се

замислим какво означава една стойност да е уникална за подмасив [𝑙, 𝑟]. Ако разгледаме индек-
сите 𝑝𝑟𝑒𝑣 и 𝑛𝑒𝑥𝑡 на предишното и следващото срещане, то те трябва да са извън подмасива. Това
удобно можем да го интерпретираме като интервала [𝑝𝑟𝑒𝑣 +1, 𝑛𝑒𝑥𝑡−1] между тях и така броят
уникални стойности в подмасив всъщност е броят на получените интервали от стойностите в

него, които съдържат подмасива. Можем още да опростим броенето, защото това да гледаме

само специфичните интервали от подмасива доста би усложнило по-нататъшното решение.

Ще гледаме по-глобално с всички интервали, които произлизат от стойностите (ако липсва

предишно или следващо срещане може да използваме −1 и 𝑁 съответно за означаване). Ако

преброим от всички интервали, кои съдържат [𝑙, 𝑟], то проблемът е, че ще се появят интервали
извън подмасива, които спазват това условие. Но лесно може да забележим, че те са за стойности

които не се срещат в подмасива и се срещат само навън (или наляво, или надясно). Така всъщ-

ност отговорът може да намерим като от броя интервали, които съдържат [𝑙, 𝑟], извадим броя

различни стойности наляво и надясно, които не се срещат подмасива. Техният брой може да на-

мерим като сметнем 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑙, 𝑛 − 1) − 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑙, 𝑟) и 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡(0, 𝑟) − 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑙, 𝑟),
като се възползваме от префиксните свойства на функцията за брой различни числа. Друг на-

чин с по-малко смятане, който се използва в пълното решение е следният. Добавяме в двата

края фиктивно срещане на всяка възможна стойност от 1 до 𝑁, за да си гарантираме, че винаги

допълнителни интервали ще има за всяка една стойност от 1 до 𝑁, която не се среща в [𝑙, 𝑟].
Така 𝑁 − 𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑙, 𝑟) директно дава броя допълнителни интервали.

Остана да изкоментираме как намираме броя интервали, които съдържат [𝑙, 𝑟]. Ако нямаше
промени, това най-бързо може да се прави с персистентни структури за 𝑂(log𝑁) на заявка, но
няма да се спираме на този подход. Можем да се възползваме и от допълнителното свойство

на интервалите, че освен с ляв край 0 (получено от липса на предишно срещане) останалите

интервали имат различни леви краища. Така за по-голямо бързодействие можем да построим

merge-sort дърво по левите краища по-големи от 0, в което да записваме десните краища. От-
ново най-добре е да ползваме динамично сегментно дърво във всеки връх. Също ще имаме

едно отделно само за левите краища равни на 0. Заявката за броя интервали, съдържащи [𝑙, 𝑟],
сега може да стане като разгледаме частта от merge-sort дървото (плюс дървото за 0) за леви
краища от 0 до 𝑙 и намерим броя числа по-големи или равни на 𝑟. Описаното ще е със слож-
ност 𝑂(log2 𝑁) за отговор на въпрос. Заявката за промяна става подобно на начина в предната
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подзадача единствено има доста повече случаи, които трябва да се разгледат, защото могат да

се променят общо 5 предишни и следващи индекси, а също така имаме и още едно merge-sort

дърво за поддържане (това за намиране на броя различни числа за допълнителните интервали).

Последно ще разкажем алтернативна идея, която беше приложена по време на състезание-

то от някои състезатели. Тя е като обобщение на идеята с маркиране на +1 на първото срещане
на стойност и −1 на второто срещане на стойност. Отново разглеждаме изследване на подма-

сива [𝑙, 𝑟]. Класическата идея с броя индекси на предишни срещания, по-малки от 𝑙, ни дава

броя на първите срещания на всяка стойност в подмасива [𝑙, 𝑟]. Трябва да пробваме по някакъв
начин да отчитаме и вторите срещания в подмасива. Това може да стане като вместо индекс на

предишно срещане, запишем индекс на по-предишно срещане. Тогава броят такива индекси в

подмасива, които са по-малки от 𝑙, всъщност дава броя различни стойности в подмасива, допъл-
нени и с броя втори срещания (ако има) на тези стойности в подмасива. Уникалните стойности

са тези, които нямат втори срещания, което може да получим като извадим последната бройка

от 2.𝑑𝑖𝑓𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡(𝑙, 𝑟). Така поддържането e по-директно, но отново се свежда до построяване на
две merge-sort дървета – едно за индексите на предишните срещания (за броя различни числа)

и друго за индексите на по-предишните срещания. Промяната става по аналогичен начин.

Сложност: 𝑂((𝑁 + 𝑄) log2 𝑁) или 𝑂(𝑁 log𝑁 + 𝑄 log2 𝑁).
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