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Анализ
Тагове: графи, двоично търсене по отговора, BFS, DFS, DSU, Дийкстра, МПД
Лесно задачата се превежда до графова – клетките в таблицата са върховете, а ребрата са между съседните клетки по страна. Част от върховете са маркирани (тези с ‘+’). Търсим път между два върха (‘P’и ‘C’), така че минималното разстояние по пътя до кой да е от маркираните върхове да е максималното възможно. За улеснение нека си представим, че върховете имат тегла – минималното разстояние от съответния връх до най-близкия маркиран връх. Тогава търсим път в графа, така че минималното число по него да е максималното възможно. Това ще наричаме тегло на път.
Решение за 40%. Много често, когато се търси максимизиране на нещо минимално се прилага двоично търсене по отговора. Тук също можем да постъпим така. Нека направим двоично търсене по отговора, като си задаваме въпроса можем ли да намерим път, така че неговото минимално число да е поне mid (фиксирано от двоичното търсене). За да има такъв път, то трябва да минаваме само през тези върхове, чието тегло е ≥ mid. Понеже няма ограничение за дължина на пътя, то е достатъчно в орязаният граф (без твърде леките върхове) да проверим дали има път между началният и крайният връх. Това може да стане, като пуснем DFS от началния връх и отиваме във върхове, чието тегло (а смятането на теглото можем да правим с пускане на BFS от съответния връх и търсене на маркиран) е ≥ mid. Ако успеем да достигнем крайния връх, то значи намерихме път, чието минимално тегло е ≥ mid. Ако няма, то отговорът на първоначалния въпрос е не. По този начин с двоично търсене можем да открием точния отговор. Сложността на такова решение е . При оптимизирано решение би трябвало да се изкарат 50%
Решения за 70%.
Ясно е, че нещо, което можем да оптимизираме е намирането на всички тегла предварително. Наивният подход е да пуснем BFS от всеки връх, за да намерим най-близкият маркиран връх. Но стандартно в такава ситуация, когато сме в неориентиран граф (а дори и в ориентиран с малка промяна) можем да тръгнем от маркираните върхове. По този начин ще пуснем само един BFS, в който в началото в опашката ще сложим всички маркирани върхове. Така за всеки връх на графа, до който стигнем, ще намерим най-краткото разстояние от маркиран връх до него. По този начин можем веднага да оптимизираме предното решение. Сложността на това решение е .
Друг подход е да не използваме двоично търсене. Бихме могли да подходим алчно. Понеже искаме минималното число по пътя да е максималното възможно, то е достатъчно да стъпваме във върхове с най-големи тегла. Така като започнем от началния връх, първо ще отидем в съседа му с най-голямо тегло. След това ще отидем в някой съсед (на началния или на текущия връх), така че пътя до него да е най-голям, след това ще имаме още повече необходени върхове, където можем да отидем, ще изберем пак най-големия път и т.н. докато стигнем крайния връх. Това би трябвало да Ви прилича на алгоритъм и всъщност това е модифицирана Дийкстра – единствено вместо да смятаме сума по пътя, смятаме минималното тегло. Сложността на това решение е . Макар тук лог факторът да е малко по-голям, реално няма голямо значение, защото . При оптимизирана Дийкстра би трябвало да се изкарат 80%.
Решения за 100%. Отново има две решения, като едното се получава, забързвайки второто решение от предния абзац до линейна сложност (от гледна точка на графа/таблицата).
Можем да подходим още по-алчно – нас не ни интересува точен път, а е достатъчно да говорим за свързаност. Така всъщност може да разглеждаме клетките в намаляващ ред по тяхното тегло – първо най-тежките и накрая най-леките. Можем да си представяме че построяваме графа от нулата, като малко по-малко добавяме все по-леки и по-леки върхове, докато постигнем свързаност между началния и крайния връх. За тази цел след като намерим теглата, подреждаме върховете в намаляващ ред по тегло и започваме да ги добавяме в графа, като следим компонентите на свързаност. Това следене може да става с DSU – единствено трябва да проверяваме кога получаваме компонента, в която са и началния, и крайния връх. Момента, в който получим такава компонента, е този, в който сме намерили оптимален път, като неговото минимално тегло е равно на теглото на последния добавен връх. Това е така, защото ако допуснем, че има път с по-голямо минимално тегло, то щяхме да сме го намерили на по-ранен етап. Можем да считаме, че константата на DSU (обратната функция на Акерман) е пренебрежимо малка и това решение наистина е линейно по графа. Това е предвиденото авторово решение. Сложността му е .
Как да оптимизираме другото решение? Можем да направим така наречената „линейна“ Дийкстра. Тя е приложима, когато търсеният път е малък – от порядъка на най-много 106 (в случая 2000+2000=4000). Номерът е в това, че можем да не използваме приоритетна опашка, а за всяко разстояние да имаме опашка, в която да слагаме върхове, които ще са на това разстояние от началния. Така, за да стъпим на най-добър останал връх, трябва просто да обхождаме опашките в ред на намаляване на теглото – от най-голямо възможно да най-малкото възможно. Тук използваме важното свойства на Дийкстра, което се запазва и в тази задача – когато намерим оптималния път до някой връх, то няма да има път, така че минималното разстояние в него да е по-голямо, което показва, че наистина е достатъчно да се движим в опашките в ред на намаляване на теглата, защото откриваме пътища с все по-малки тегла. Това решение също е линейно.
Задачата е интересна, защото се използват различни стандартни графови алгоритми с леки промени. При по-задълбочен анализ може да се забележи, че всъщност тази задача не е толкова нестандартна. Когато имаме тегла по-върховете, търсеният път всъщност лежи на максималното покриващо дърво, но разглеждано с тегла по върховете. Това е малко по-трудно наблюдение и не беше предвидено за тази задача. Но то позволява например да се реши и по-сложен вариант – намиране на оптимални пътища от началния връх до всички други или отговаряне на заявки за това. Когато се погледне от този ъгъл задачата, се вижда, че авторовото решение всъщност е линеен Крускал (линеен, защото линейно сортираме върховете по тегла), а линейната Дийкстра е близо до линеен Прим (за да стане Прим трябва да премахнем излишната част от това за всеки връх да смятаме досегашния път, а е достатъчно само неговото тегло като приоритет).
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