АНАЛИЗ НА РЕШЕНИЕТО НА ЗАДАЧА
БЕНЗИНОСТАНЦИИ
За удобство ще приемем, че във всеки един момент имаме бензиностанциите подредени по нарастващ ред на координатите им. Това може да бъде постигнато или чрез първоначално сортиране последвано от линейно добавяне на всяка нова бензиностанция на правилното място, или чрез използване на подходящи структури. Първият подход би бил твърде бавен за по-големите подзадачи.
Подзадача 1 – O(Q * N * K2)
Подобни задачи често използват техниката на динамичното оптимиране, затова е донякъде интуитивно да се подходи така. Нека дефинираме следния стейт:
 цената на оптималното достигане до бензиностанция номер i с гориво j (преди да заредим на нея).
Предната бензиностанция, на която сме били е i-1. Изхабили сме гориво  Xi – Xi-1, от където можем да изведем следната формула:

Има O(N*K) стейта и всеки се изчислява за време O(K). Преизчислявайки всичко след всяка заявки достигаме сложност O(Q * N * K2).
За да получим самия отговор трябва да сложим фиктивна бензиностанция на координата L.
Подзадача 2 – O(Q * N2)
Наблюдение, което можем да направим, е че от дадена бензиностанция има три възможности за зареждане:
· Да не заредим нищо
· Да заредим резервоара догоре
· Да заредим точно толкова, че да ни достигне горивото до следващата по-евтина бензиностанция.
При това нека забележим, че ако е възможно да заредим, така че да достигнем по-евтина бензиностанция, то никога няма да зареждаме повече от това. Това значи, че можем за всяка бензиностанция да изчислим до колко трябва да се напълни резервоара в нея, при оптимално решение. Нека тази стойност е Yi. Ако най-близката по-евтина бензиностанция е на разстояние под K, то тогава резервоарът се напълва достатъчно, че да се достигне до нея. Ако най-близката по-евтина бензиностанция е на разстояние над K, то тогава резервоара се пълни догоре.  Нека тогава опростим динамичното:
цената на оптималното пътуване до i и напълване на резервоара поне до Yi в i.
Това опростява сметката, като фиксираме предната бензиностанция, на която сме заредили:

Получаваме стейт O(N), и сложност O(N) за изчисляване на всяка стойност – общо O(N2) за цялото динамично и O(Q * N2) за задачата.
Подзадача 3 – O(Q * N log N)
Тук е моментът да се откажем от динамичното. Наблюденията в предната задача трябва доста силно да подскажат, че има лесен грийди подход към задачата, и той е следният:
За всяка бензиностанция изчисляваме най-близката след нея, която е по-евтина от нея, или установяваме, че такава няма. Започваме да се движим и всеки път когато пристигнем в дадена бензиностанция, правим следното:
· Ако има по-евтина бензиностанция на разстояние до K
· Ако имаме достатъчно гориво за да стигнем до нея, не зареждаме изобщо тук.
· Ако нямаме достатъчно гориво за да стигнем до нея, зареждаме точно толкова, че да я достигнем с празен резервоар.
· Ако няма по-евтина бензиностанция на разстояние до K, то зареждаме резервоара до горе.
Коректността на подхода е доста интуитивна. Ако на разстояние K няма по-евтина бензиностанция, очевидно е добре да заредим колкото можем повече тук, тъй като ще изхабим всичко преди да достигнем нещо по-евтино. Ако пък има по-евтина, която можем да достигнем, няма смисъл да зареждаме за повече от достигането ѝ, тъй като там ще можем да заредим по-евтино.
Най-трудната част от симулацията на подхода е намирането на най-близката по-евтина бензиностанция за всяка бензиностанция. Това може да се направи за O(N log N) използвайки подходящи структури. Общата сложност на решението става O(Q * N log N)
Подзадача 4 – O(Q * N)
Оптимизацията за тази подзадача е да намираме най-близката бензиностанция на всяка по-бързо. Това може да се прави за O(N) след всяка заявка, използвайки стек, или да се изчисли за O(N log N) първоначално и за O(N) на всяка следващата заявка, разглеждайки само новата бензиностанция.
Подзадачи 5 и 6 – O(Q log2 N) и O(Q log N)
Има много различни подходи към бързото решаване на задачата. Някои по-тежки решения имат сложност O(Q log2 N), а по-леките O(Q log N). Тук ще опишем само подход със сложност O(N log N).
За да забързаме още задачата трябва да правим нещо по-умно от това да преизчисляваме цялата задача на всяка заявка. Нужно е да променим задачата към еквивалентна, но с по-удобна постановка.
Нека си представим, че всеки път когато зареждаме литър гориво от дадена бензиностанция, то си записваме точно за коя единична дистанция ще използваме точно този литър. Ако зареждаме в бензиностанция i, то трябва да използваме литрите от нея за дистанции от Xi до Xi + K. Тъй като искаме да стигнем до L, то трябва всяка единична дистанция (0~1, 1~2, …, L-1 ~ L) да е покрита от литър гориво. Цената на покриване на една единична дистанция е цената на литъра гориво, който е купен за нея.
Не е трудно да се види, че ако имаме ограниченията:
1) Всички единични дистанции да са покрити
2) Бензиностанция i може да покрива единични дистанции само между Xi и Xi+K, на цена Ci
То задачата за оптимално зареждане и задачата за покриване на минимална цена са еквивалентни. Тази нова задача е значително по-удобна, тъй като можем да обозначим единична дистанция чрез координатата на левия ѝ край и да разглеждаме всяка бензиностанция i, като интервал [Xi, Xi+K) в който можем да сложим стойности Ci. Имайки набора от интервали е лесно да се види, че за дадена координата A, единичната дистанция A ~ A+1 ще бъда покрита от минималната цена на интервал, който покрива A.
[bookmark: _GoBack]В такъв случай заявка за добавяне на бензиностанция би означавала, че всички числа в интервала на новата бензиностанция, които са по-големи от цената на новата бензиностанция, стават равни на цената ѝ. Искаме също бързо да можем да възстановим сумата на всички числа.
Сега вече тези заявка трябва доста да наведат на мисълта за интервално дърво. За жалост обаче, да се поддържат такива заявка не е лесно дори и с lazy propagation, тъй като е трудно да се променят само избрани числа в даден интервал.
За да конструираме бързо решение можем да използваме факта, че интервалите не са произволни – всички те са с дължина K. От това следва нетрудното наблюдение, че ако от дадена бензиностанция купуваме гориво за дадени дистанции, то тези единични дистанции са задължително последователни. Това значи, че всяка бензиностанция може да се асоциира с “активен интервал” в нейния интервал, в който нейната цена е най-малка спрямо всички останали. За еднакви цени можем да приоритизираме купуване от бензиностанция с по-малка координата, за да запазим свойството и да избегнем гранични случаи.
При появяване на нова бензиностанция, най-много 2 активни интервала могат да бъдат частично разбити, а произволен брой могат да бъдат изцяло покрити и съответно заличени.  Въпросът е единствено как бързо можем да разберем кои активни интервали ще бъдат покрити. Възможни са няколко решения:
1) Интервално дърво
Това можем да направим използвайки динамично интервално дърво за най-големи стойности (RMQ) върху всички координати. Намирайки най-голямата стойност в интервала на новата бензиностанция ни дава активен интервал, който може да бъде покрит, или ни казва, че няма повече активни интервали, които да бъдат покрити. След като намерим активен интервал, който може да бъде покрит, то вече можем да направим по-проста lazy-propagation заявка за да го покрием – просто слагаме стойност на всички числа в даден интервал. В кои активни интервали попадат краищата също може да бъде намерим с по една заявка. Получаваме обща амортизирана сложност от O(Q log N). 
2) Монотонност на интервалите
Не е трудно да се докаже, че ако подредим всички бензиностанции с непразен активен интервал по нарастваща координата, то активните им интервали ще са също подредени по нарастващи координати. Това ни дава възможност да поддържаме всички бензиностанции сортирани по нарастваща координата, и при идване на нова просто да разглеждаме съседните и бензиностанции, за да намерим всички активни интервали, които новата бензиностанция ще премахне. Реализацията наподобява динамичен convex hull trick, но концепцията е различна. Това решение отново е с амортизирана сложност от O(Q log N).
Втората техника е значително по-лека и по-лесна за имплементация, но и двете би трябвало да получат 100.
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