АНАЛИЗ НА РЕШЕНИЕТО НА ЗАДАЧА
АНКЕТА

Задачата се свежда до следната по-абстрактна задача:
Дадено е множество S, съдържащо N елемента, и функция f:S->S. Дадено е разбиване на S на непресичащи се подмножества B[1], B[2],....,B[k]. Търси се такова разбиване на S на непресичащи се подмножества E[1], E[2], ....,E[p], че:
(1) всяко E[i] се съдържа изцяло в някое B[j];
(2) ако а и b принадлежат на някое E[i], то f(a) и f(b) принадлежат на някое E[j];
(3) броят на множествата E е минимален.

Тази задача в една или друга форма се среща в литературата по проектиране и анализ на алгоритми. Особено се набляга на нейното използване в теорията на крайните автомати. 
Решение със сложност O(N2)
	Това решение се състои в изпълнение на последователни итерации, като при дадена итерация всеки блок от разбиването, получено след изпълнение на предходните итерации, се разбива на по-малки блокове (ако е възможно). По-точно:
	Нека след изпълнение на m-тата итерация множеството S е разбито на подмножества L[1], L[2], ….,L[q]. Тогава в (m+1)-та итерация на всяко множество L[i] се въвежда отношение на еквивалентност, като в един клас на еквивалентност попадат всички елементи a от L[i], за които f(a) принадлежат на едно и също подмножество L[j]. Съответно всяко L[i] се разбива на класове на еквивалентност, които представляват новото (по-раздребнено) разбиване на S. Очевидно след изпълнението най-много на N такива итерации търсеното разбиване на S ще бъде постигнато (в най-лошия случай ще трябва да достигнем до разбиване, в което всяко подмножество . E[i] се състои от един елемент). 
	Една итерация може да бъде изпълнена със сложност O(N) (реализацията е въпрос на подходящи структури, които не използват нищо повече от масиви или вектори). Общата сложност на това решение е O(N2).
	Следният пример показва, че сложността може да бъде O(N2):
	Нека S={1, 2, 3,…., N}, B[1]={1, 2, ….., N-1}, B[2]={N} и функцията f е дефинирана по следния начин: f(i) = i+1 за 1 ≤ i < N и f(N) = N. При първата итерация B[1] се разбива на {1, 2, ….., N-2} и {N-1}. Тази итерация се състои от N-1 стъпки, тъй като трябва да се прегледа всеки елемент от B[1]. При следващата итерация {1, 2, ….., N-2} се разбива на {1, 2, ….., N-3} и {N-2}. Продължавайки по този начин, ще изпълним N-2 итерации, като при i-тата итерация се изпълняват N-i стъпки. Следователно общо ще се изпълнят 

стъпки. Крайното разбиване е E[i]={i} за всяко 1≤i≤N.


Решение със сложност O(NlogN) – постепенно разбиване на множествата
Това е класическият подход към подобни задачи.
За всяко подмножество B да разгледаме f -1(B)={b | f(b).
Вместо, както постъпихме в квадратичния алгоритъм, да разбиваме всяко B[i] на класове на еквивалентност по стойностите на f(a), то ще използваме всяко B[i], за да разбием останалите подмножества B на две части. 
Нека разглеждаме конкретно подмножество B[i]. Всяко подмножество B[j] ще разбием на две непресичащи се подмножества {b | b и f(b)} и {b | b и f(b)}. Разбира се, такова разбиване се получава, ако нито едно от двете подмножества не е празно. След като е направено разбиване на всички подмножества спрямо B[i], то не трябва да се правят повече разбивания спрямо него, докато то самото не бъде разбито. Ако в началото f(b) за всяко b  и B[i] бъде разбито на две →←подмножества B’[i] и B’’[i], то B[j] може да бъде разбито спрямо B’[i] и B’’[i], като, при това, ще се получи един и същи резултат, тъй като {b | b и f(b)} съвпада с B[j] \ {b | b и f(b)}. Това съображение ни позволява да правим разбиването спрямо това от двете подмножества  B’[i] и B’’[i], за което f -1 е по-малко.
Алгоритъмът завършва своята работа, когато нито едно подмножество не може да бъде повече разбито. Ето как изглежда такъв алгоритъм:
Поддържа се структура с подмножествата, които формират разбиването към текущия момент (по-долу ще стане въпрос за тази структура). Поддържа се опашка WAITING с индексите на подмножествата, спрямо които ще се прави разбиване. В променливата q се съхранява броят на подмножествата в разбиването. Първоначалното разбиване е B[1], B[2],....,B[k] и всички индекси 1, 2, ….., k влизат в опашката WAITING.
1. WAITING ← {1, 2, ……, k};
2. q ← k;
3. Докато опашката WAITING не се изпразни {
4. Вземи поредния индекс i на подмножество от опашката WAITING; премахни i от опашката;
5.   INVERSE ← f -1(B[i]);
6.   За всеки индекс j, за който (B[j] INVERSE ≠  и (B[j] INVERSE) {
7. q ← q+1;
8. Създава се ново подмножество B[q];
9. B[q] = B[j] INVERSE;
10. B[j] = B[j] - B[q];    
11. Ако j се намира в опашката WAITING, то добави q в опашката, иначе
12.      Ако |B[j]| ≤ |B[q]|, то добави j в опашката,
13.      иначе добави q в опашката.
14. }
15. }





Решение със сложност O(NlogN) с техниката на построяване на суфиксен масив.
	Това решение принадлежи на Йордан Чапъров.
Нека g:S->N е функция, която за всеки елемент на S, ни дава индекса на множеството B, което съдържа елемента. За  AS  A  B[g(A)].
За даден елемент на AS проследяваме траекторията му при многократно прилагане на функцията f. Правим безкрайна редица от елементи на S: A, f(A), f(f(A)), …
Разглеждаме редицата:
Repr[A] = g(A), g(f(A)), g(f(f(A))), …
Твърдение
За всеки два елемента A, B S:
A и B принадлежат на едно и също множество E[i]от търсеното крайно разбиване Repr[A] = Repr[B]
Доказателство
(Необходимост)
Трябва да докажем, че за множествата Е от търсеното крайно разбиване се изпълнява Repr[A] = Repr[B] за всеки елемента A, B от едно и също множество E.

Колкото и пъти да приложим функция f върху A и B, то образите ще попадат в едно и също множество Е, заради условие (2).
A, B  E[i0]
f(A), f(B) E[i1]
f(f(A)), f(f(B)) E[i2]
… 
От условие (1) следва, че те са в едно и също множество B[j] на всяка стъпка. Лесно следва, че Repr[A] = Repr[B].

(Достатъчност)
Трябва да докажем, че разбиването на S, дефинирано чрез класовете на еквивалентност на Repr[], изпълняват условията (1), (2), (3) от условието. Нека това разбиване на S се състои от непресичащите се подмножества C[1], C[2], …, C[m].
1. C[i] е подмножество на някое B[j]: Очевидно, защото първият елемент на Repr[A] е един и същ за всички AC[i].
1. Ако A и B принадлежат на някое C[i], то f(A) и f(B) принадлежат на някое (едно и също) C[j]: Repr[f(A)] = Repr[f(B)] – очевидно, от дефиницията на Repr, f(A) и f(B) принадлежат в някое (едно и също) C[j].
1. Броят на множествата C е минимален: Да допуснем, че E е минималното разбиване, което изпълнява нашите условия. От доказателството на необходимостта следва, че Repr[A] = Repr[B] за всеки два елемента A и B от едно и също E[i]. Това значи, че E[i] е подмножество на C[j] (класа на еквивалентност на A спрямо отношението Repr). Следователно всяко E[i] е подмножество на множество в C, откъдето следва, че броят на подмножествата в C е минимален.
И така решаването на задачата се сведе до намиране класовете на еквивалентност спрямо отношението на еквивалентност Repr.
Тъй като S е крайно множество с N елемента, редицата A, f(A), f(f(A)), … ще зацикли след най-много N стъпки. Ако сравняваме Repr[A] и Repr[B] е достатъчно да сравним първите N елемента на безкрайните редици. Можем да решим задачата като сортираме Repr[], използвайки алгоритъм за суфиксен масив. Това решение ще има сложност O(N * log N) или O(N * log N * log N).
Решение O(N * log N)
Смятаме със сложност O(N * log N):
1. f(A) за всяко AS
1. f(f(A)) = f2(A) за всяко AS
1. f(f(f(f(A)))) = f4(A) = f2(f2(A)) за всяко AS
1. …

Правим logN стъпки (k = 0 … log N); на стъпка k ще сортираме Repr[], гледайки само първите 2k елемента на редиците. При k=0 подреждаме по g(A), за да получим pos_0[A] за позицията на Repr[A] при стъпка 0.
При k > 0, подреждаме по двойка позиции (pos_k-1[A], pos_k-1[f2^(k-1)(A)]), за да получим pos_k[A]. Тоест, сортираме: първо по позицията от предната стъпка на префикса с дължина 2(k-1); при равенство, сравняваме следващите 2(k-1) елементи, за които вече сме сметнали отговора.
Повече детайли за свеждане на алгоритъма до O(N * log N): http://e-maxx.ru/algo/suffix_array
Разсъждения на Йордан Чапъров относно линейно решение.
Възможно е да съществува линейно решение: все пак може да се строи суфиксно дърво / масив с O(N): https://en.wikipedia.org/wiki/Suffix_array ; Проблем би бил, че всъщност не работим върху множество стрингове, а върху “дървета”, които зациклят накрая.

Мислех, че може да решим задачата като я сведем до задача за графи (върху насочения граф дефиниран с върхове елементите на S, и по едно излизащо ребро от връх дефинирано от f). Графа представлява гора от дърво-подобни структури, които завършват с цикъл. Ако можем да решим задачата за циклите в линейно време, не-трудно можем да измислим решение и за дървесните клони.
Можем да намерим най-малките ротации на всеки цикличен стринг линейно (https://en.wikipedia.org/wiki/Lexicographically_minimal_string_rotation). След това ни остава да сравним стринговете, и да открием кои двойки циклични стрингове са еднакви. Може да го направим с хеширане, но решението не е много готино.

Решението за дървесните клони се базира на нещо като динамично:
Repr[A] = Repr[B] g(A) = g(B) и Repr[f(A)] = Repr[f(B)]

Интересен пример: може да имаме цикъл с дължина 6 в S, който има представяне с дължина 3 в B:
N = 12
B[1] = {1, 2, 3, 10}
B[2] = {4, 5, 6, 11}
B[3] = {7, 8, 9, 12}
f(1) = 4
f(4) = 7
f(7) = 2
f(2) = 5
f(5) = 8
f(8) = 1
f(3) = 6
f(6) = 9
f(9) = 3
f(10) = 11
f(11) = 12
f(12) = 3

Цикли: (1, 4, 7, 2, 5, 8) ; (3, 6, 9)
Представяне в B: (1, 2, 3, 1, 2, 3) ; (1, 2, 3) -> двата цикъла са еднакви, и трябва да може да ги разпознаем като такива.
Също, представянето на 10 би било (в S): 10, 11, 12, (3, 6, 9)
(в B): 1, 2, 3, (1, 2, 3): това е същото като (1, 2, 3).
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