АНАЛИЗ НА РЕШЕНИЕТО НА ЗАДАЧА
УЛИЦИ
	В термините на теория на графите задачата може да се формулира така:
· Може ли ребрата на неориентиран свързан граф да се ориентират така, че да се получи силно свързан ориентиран граф;
· Ако това е осъществимо, то може ли да се премахне едно ребро от първоначалния граф, така че останалият граф да може да се превърне в ориентиран силно свързан граф.
Първата част от задачата е класическа и съществуват различни алгоритми за нейното решаване. Необходимото и достатъчно условие един неориентиран свързан граф да може да бъде превърнат в силно свързан ориентиран граф, чрез подходяща ориентация на ребрата му, е в него да няма артикулационни ребра (ребра-мостове). Едно ребро се нарича артикулционно (мост), ако след неговото премахване графът се разпада на две несвързани помежду си компоненти.
Дори и да не се знае този факт и, съответно, алгоритъм за намиране на артикулационни ребра, първата част от задачата може да бъде решена чрез известни наблюдения и стандартни алгоритми. Наблюдението се състои в следното: при обхождане в дълбочина(DFS) на свързан, неориентиран граф се получава покриващо дърво (дървесни ребра) и обратни ребра. Ако ориентираме дървесните ребра от корена към листата, а обратните към корена, то ще получим ориентиран граф, който, в случай, че няма артикулационни ребра в неориентирания граф, се явява силно свързан, т.е. дава необходимото еднопосочно движение в града. И така проверката дали може да се въведе еднопосочно движение в града може да се извърши по следния начин:
1. Обхождаме в дълбочина неориентирания граф като получаваме нов ориентиран граф, в който дървесните ребра са ориентирани от корена към листата, а обратните към корена;
2. Проверяваме дали новопоученият ориентиран граф е силно свързан – ако да, то мечтата на кмета поне частично може да бъде реализирана, т.е. да се въведе еднопосочно движение в целия град; ако не – отговорът е 0.
Такъв алгоритъм винаги ще извежда 0(невъзможно) или 1(частично) и, разбира се, ще бърка в случаите на пълна осъществимост на мечтата на кмета(2). Такова решение е реализирамо във файла streets_partial.cpp и решава подзадача 2. Сложността на алгоритъма е O(|E|), където E е множеството на ребрата на графа.
За решаване на цялата задача можем да използваме горния алгоритъм, като, ако за всички улици може да се въведе еднопосочно движение,  премахваме ребрата на неориентирания граф едно по едно и за останалата част от графа със същия алгоритъм проверяваме дали има еднопосочно движение. Такова решение ще има сложност O(|E|2) и е реализирано във файла streets_e2.cpp и решава подзадача 1.
Очевидно такова решение е бавно. 

Грешното „истинско“ решение
Нека още веднъж разгледаме внимателно какво се получава при обхождане в дълбочина на  първоначалния неориентиран граф. По-долу са дадени трите дървета заедно с обратните ребра, които се получават при обхождане на неориентираните графи от трите примера в условието. Дървесните ребра са с плътни черни линии, а обратните с пунктирани. Обхождането в дълбочина винаги започва от връх 1, въпреки че това няма никакво значение.
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Ще казваме, че едно обратно ребро покрива дадено дървесно ребро, ако двете ребра участват в един и същи цикъл. Например, в Пример 1 обратното ребро 4-2 покрива дървесните ребра 2-3, 3-5 и 5-4.
Разглеждайки трите графа, можем да формулираме следните три твърдения, които ще ни дадат идеите за решаване на задачата:
· Едно дървесно ребро се явява артикулационно(мост) тогава и само тогава, когато не се покрива от нито едно обратно ребро. В пример 1 такова ребро е 1-2. Това е причината в този пример да не може да се въведе еднопосочно движение, така че от всеки връх да се стига до всеки друг.
· За да съществува еднопосочно движение, така че от всеки връх да се стига до всеки друг (т.е. да съществува поне частично решение 1), необходимо и достатъчно условие е всяко дървесно ребро да се покрива от поне едно обратно. В примери 2 и 3 това условие очевидно е изпълнено.
· (грешно – по-долу ще видим защо)За да може да се премахне едно ребро и отново да съществува еднопосочно движение, така че от всеки връх да се стига до всеки друг (т.е. да съществува пълно решение 2), необходимо и достатъчно условие е да съществува обратно ребро, такова, че всички покривани от него дървесни ребра да се покриват от повече от едно обратно ребро. Тогава това обратно ребро може да бъде премахнато и, макар и без него, всички дървесни ребра ще останат покрити от обратни, което дава възможност за въвеждане на исканото еднопосочно движение. Такъв е случаят в пример 3: обратното ребро 4-2 покрива дървесните 2-3 и 3-4. Реброто 2-3 се покрива от 3 обратни ребра (4-1, 4-2 и 5-2), а реброто        3-4 от 2 обратни ребра (4-1 и 4-2). Това позволява да се премахне реброто 4-2. 
В третата част на това условие авторите допуснаха грешка – условието в нея е достатъчно, но не е необходимо – по-долу е даден пример за това.
Независимо от грешката е поучително да разгледаме решението, което се базира на това твърдение. При повече късмет то може да донесе доста точки. 
И така трябва бързо да можем да изчисляваме броя на обратните ребра, които покриват дадено дървесно. Това е и най-хитрата част от решението. Пресмятането може да се извърши със самото обхождане в дълбочина на първоначалния неориентиран граф, когато строим ориентирания граф, който евентуално ще ни даде търсеното еднопосочно движение. Алгоритъмът е следния:
Нека при обхождането в дълбочина се намираме във връх V, който има предшественик в дървото par(V) и преки наследници в дървото W1, W2, W3, ..., Wk. Тогава броят обратни ребра, които покриват дървесното ребро par(V)->V е равен на:
Сума по i от 1 до к на:
      Брой обратни ребра в поддървото на Wi , които покриват V->Wi
Плюс брой обратни ребра от V нагоре към корена;
Минус брой обратни ребра които свършват във V.
Всичко това се реализира лесно и е доста традиционна техника при обхождане в дълбочина.
Забележете, че всяко дървесно ребро се идентифицира еднозначно с номера на върха, в който влиза при обхождането в дълбочина. Това позволява пресметнатите бройки на покриващите обратни ребра да се пазят в един обикновен масив.
След като, за всяко дървесно ребро, имаме пресметнат броя на обратните ребра, които го покриват, решаваме задачата по следния начин:
Проверяваме дали има ребро, за което броят покриващи го обратни ребра е 0 – в такъв случай отговорът е 0. 
Ако всички дървесни ребра се покриват от обратни, то отговорът е поне 1. В този случай правим нов неориентиран граф само от дървесни ребра, за които броят покриващи ги обратни ребра е по-голям от 1. В общия случай този граф ще бъде несвързан. С обхождане в дълбочина намираме компонентите на свързаност на този граф ( за всеки връх от първоначалния граф записваме номера на компонентата на свързаност, на която принадлежи; ако върхът от първоначалния граф не влиза в новия граф, но неговата компонента остава 0). След това търсим обратно ребро, за което и двата му края са с един и същи номер на компонента на свързаност, различен от 0 – ако такова обратно ребро съществува, то отговорът е 2 и това обратно ребро може да бъде премахнато; ако не съществува, то отговорът остава 1.
Сложността на това решение е O(|E|) и то е реализирано във файла streets_rev_ed.cpp.
Това решение беше създадено от Йордан Чапъров и Руско Шиков и, за съжаление, се оказа непълно, т.е. грешно в определени ситуации.
Както казахме по-горе, грешката се крие в това, че третата част от даденото по-горе условие е достатъчна, но не е необходима. Това прави грешна почерната част от твърдението „След това търсим обратно ребро, за което и двата му края са с един и същи номер на компонента на свързаност, различен от 0 – ако такова обратно ребро съществува, то отговорът е 2 и това обратно ребро може да бъде премахнато; ако не съществува, то отговорът остава 1“.
 Оказва се, че може да няма обратно ребро, което може да бъде премахнато, а да съществува дървесно такова. Ето пример, който принадлежи на Илиян Йорданов:
Нека неориентираният граф е:
[image: C:\Users\user\AppData\Local\Microsoft\Windows\Temporary Internet Files\Content.Word\graph.png]
При две различни обхождания в дълбочина ще получим следните изоморфни графи:
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Първият напълно отговаря на нашите представи и според нашето условие обратното ребро 2-1 може да бъде премахнато (то покрива дървесните ребра 1-3 и 3-2, които се покриват и от обратното ребро 4-1). Това е абсолютно вярно.
Ако, обаче, сме направили обхождането в дълбочина, така че се е получило второто дърво със съответните обратни ребра, то по нашето условие няма обратно ребро, което може да бъде премахнато, което е вярно. В такъв случай нашето решение ще изведе 1, което не е вярно. В този случай съществува дървесно ребро (1-2), което може да бъде премахнато, т.е. отговорът е 2, както се вижда и с просто око.
И така нашето хубаво решение се оказа непълно, т.е. то зависи от начина на обхождане и най-спокойно може да даде отговор 1 вместо 2.
Това значи, че, ако това решение даде отговор 0 или 2, то напълно може да му се вярва, но, ако даде отговор 1, то истинският отговор може и да е 2.
За да бъде решението пълно, то при отговор 1 от горния алгоритъм (т.е. не е намерено обратно ребро, което може да бъде премахнато, при избрания начин на обхождане), трябва да се проверява дали няма дървесно ребро, което да бъде премахнато (т.е. да стане пешеходна улица). 
Вярното решение
И така, как да намерим дървесно ребро, което може да бъде премахнато (ако такова ребро съществува).
Вярно е следното твърдение:
Нека E е дървесно ребро. Няма да можем да премахнем E, ако съществува ребро F, такова че премахването на E и F превръща графа в несвързан. 
Доказателство:
Имаме два случая за F.
F - обратно ребро
Това е по-лесният случай. Ако {E, F} е разрез в графа, то след премахването на F, реброто E остава мост. Тоест, реброто E е покрито от едно единствено обратно ребро, а именно F. Очевидно, дървесни ребра които са покрити само от едно обратно ребро, не могат да са кандидати за премахване.
F - дървесно ребро
Ребрата E, F разделят DFS-дървото на три под-графи. Нека трите под-графи са:
A, B, C разположени като: A <--E--> B <--F--> C.
Ребрата E и F не са мостове. Тоест, и двете са покрити от 1 или повече обратни ребра в DFS-дървото. Тези обратни ребра ще имат краища в различни под-графи измежду A, B, C - иначе няма да покрият нито E, нито F. Със сигурност, имаме краища на тези обратни ребра в A и C (иначе не можем да покрием E и F).
Ако измежду тези обратни ребра имаме край в B, то премахването на E и F не прекъсва графа: върховете в под-графита са свързани от дървесни ребра. Също имаме връзки между отделните под-графи заради обратните ребра, които покриват E, F.
Ако нямаме край в B, тоест всички обратни ребра, покриващи E или F имат краища в под-графи A и C. Ако премахнем E и F, тогава под-графа B остава изолиран от останалия граф. Още повече, всяко обратно ребро което покрива E, покрива и F (и обратно), защото тези обратни ребра имат един край в A, и един край в C.
Това ни води до хипотеза: Ако имаме две дървесни ребра {E, F}, които са покрити от точно едни и същи обратни ребра, то след премахване на E и F, графът остава несвързан.
Доказателството на тази хипотеза следва от наблюденията по-горе: под-графът B между E и F няма как да е свързан с остатъка на графа -- ако беше, тогава щяхме да покрием или E, или F с някакво друго обратно ребро, което има крайна точка в B.
	Достигнахме до следното необходимо и достатъчно условие за премахване на дървесно ребро:
Можем да премахнем дървесно ребро E, ако:
1. E е покрито от поне две обратни ребра
2. Не съществува друго дървесно ребро F, което е покрито от същите обратни ребра като E.

Тази „теоретична“ част беше измислена от Йордан Чапъров.

Как да търсим такова ребро?
Йордан Чапъров предложи да направим решение на задачата с някакъв „грозен“ хеш, в който може да добавяме и премахваме множества от числа, и да работим по подобен начин, както при изчислението за брой обратни ребра, които покриват дадено дървесно ребро.
Вместо + (плюс) правим обединение на множества, вместо - (минус) правим премахване на елементи от множество.
Примери за грозна хеш-функция за работа с множества: 
1. Всеки елемент представяме като случайно 64-битово просто число, а множество от елементи е XOR-а на елементите в множеството
2. Всеки елемент представяме като случайно 32-битово просто число, а множество от елементи е произведението на елементите в множеството, по модул друго по-голямо просто число (за да поддържаме и деление, е добре модулът да е просто число)

В този момент в решаването на задачата се включи и Енчо Мишинев, който предложи следния начин за намиране на дървесно ребро, което може да бъде премахнато (ако такова ребро съществува)

Нека за всяко дървесно ребро E дефинираме две стойности:
1) CE = брой обратни ребра, които покриват E
2) WE = върхът с най-голяма дълбочина, който е над E в дървото и до който има директно обратно ребро покриващо E (допускаме, че всеки връх е покрит от поне едно ребро, в противен случай очевидно има артикулационно ребро)
Например:
[image: ]
C1-2=1; C2-3=2; C3-4=1; C3-5=1
W1-2=1; W2-3=2; W3-4=2; W3-5=1; 

Твърдение: Две ребра E и F са покрити от едни и същи обратни ребра тогава и само тогава когато са изпълнени следните две условия (без ограничение на общността допускаме, че F e над E):
1) CE = CF
2) F лежи между E и WE

Доказателство: Очевидно ако F не лежи на пътя от корена до E, то няма как двете ребра да са покрити от същите обратни ребра. Затова можем да приемем, че F лежи на пътя от корена до E.
Част 1 от твърдението е очевидно необходимо условие. Част 2 от твърдението също е необходимо условие, тъй като, ако F лежи по-нагоре от WE, то е ясно, че има ребро покриващо E, но не и F (обратното ребро свършващо в WE).
Остава само да видим дали двете части заедно са достатъчни. Ако и двете са изпълнени, то от второто условие е очевидно, че всяко обратно ребро покриващо E ще покрива и F, от което следва, че CFCE. От първото условие става ясно, че няма как да има други ребра покриващи F, освен тези покриващи E.
Нека да видим как можем да пресметнем тези стойности за всяко ребро. Пресмятането на C вече беше обяснено. По-трудната част е пресмятането на W. Може би има линейно решение, но такова не беше измислено и това, което се предлага е със сложност O(M log N) . То е следното:

Обхождаме дървото в inorder и записваме за всеки връх номера на влизане. Така всяко поддърво съдържа върхове, които са с поредни номера на влизане – т.е. непрекъснат интервал.

След това стига едно обхождане на дървото, като поддържаме нужните структури от данни. Структурата от данни, която ще ползваме, е нормално интервално дърво за максимуми върху интервалите от масив A[N], където обаче на всяка позиция вместо един елемент държим стек. Във всеки един момент дървото е валидно за върховете на стековете. Така можем да променяме листо или да връщаме листо с едно състояние назад лесно. Обхождането протича по следния начин:
1. При влизане във връх V (различен от корена) искаме да намерим WP-V, където P е бащата на V. Взимаме максимум от A в интервала, който сформират номерата на влизане в поддървото на V.
2. Разглеждаме всички обратни ребра свързани с V, които отиват надолу. Нека едно такова ребро е V-W. Добавяме in[V] (номера на влизане на V) в стек A[in[W]], и съответно обновяваме индексното дърво.   
3. Отиваме рекурсивно във всяко от децата на V.
4. При излизане от връх V отново разглеждаме всички обратни ребра свързани с V, които отиват надолу. За реброто V-W просто премахваме върха на стек A[in[W]] (върхът ще има стойност in[V]), и съответно обновяваме индексното дърво.

Във всеки един момент върхът на стек A[in[X]] съдържа номера на влизане на най-дълбокия връх, който сме обработили и към който от X има обратно ребро. Тъй като номерът на влизане на един връх е по-малък от тези на децата му, то взимане на максимум от номера на влизане би било същото като взимане на максимум от дълбочини (поне за върхове, които лежат на един и същ път от корена).

Тъй като всяко обратно ребро влиза и излиза веднъж от структурата ни – а тя има сложност O(logN) на заявка – то сложността на цялото пресмятане е O(M log N).

Следва последната част от задачата – за всяко ребро E ще намерим дали има ребро F, което е покрито от същите обратни ребра.

Ще направим още едно обхождане в дървото поддържайки M стека S1, S2 … SM, първоначално празни. Стекът Si  съдържа дървесни ребра, които са покрити от i на брой обратни ребра. Обхождането протича по следния начин:
1. При влизане във връх V (различен от корена) искаме да проверим дали за реброто E, което свързва V с баща му съществува ребро покрито от същите обратни ребра. Взимаме върха на . Нека това е F. Проверяваме дали  F лежи между E и WE. Ако се окаже че да, то и двете ребра маркираме като такива, които не могат да бъдат премахнати.
2. Добавяме реброто E на върха на  .
3. Отиваме рекурсивно във всяко от децата на V.
4. При излизане от връх V премахваме върха на стек , където стои E.
Във всеки един момент върхът на SX е най-дълбокото обработено ребро Y, за което CY=X.

След приключване на обхождането всички ребра, които не са били маркирани, и които са покрити поне от 2 обратни ребра, могат да бъдат премахнати без проблем. 
[bookmark: _GoBack]	Пълното решение е реализирано във файл streets.cpp.
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