ТРЕНИРОВЪЧНИ СЪСТЕЗАНИЯ НАЦИОНАЛЕН ОТБОР
Варна, 29-30.07.2010

Ден 2

Задача 2.3. ДОСТАВКА

Градът Правово се състои само от една права улица. В него работи фирма, която се занимава с доставка на различни стоки за жителите на града. За удобство, адресите, на които се доставят стоките, са представени чрез цели числа, които показват разстоянието на съответния адрес до офиса на фирмата. Положителните адреси са от едната страна на офиса, а отрицателните – от другата. Поръчките за доставка се изпълняват последователно, в реда, в който са били получени.

Във фирмата работят двама служители, които разнасят стоките по адресите. В началото на деня поръчките се разпределят между двамата служители, всеки взема стоките, които трябва да разнесе, и се отправя по маршрута си. Фирмата иска така да разпределя поръчките между двамата си служители, че сумарното разстояние, което ще изминават докато разнесат всички стоки за деня, да бъде минимално.


Напишете програма order, която по зададен списък от поръчки (в реда, в който трябва да бъдат изпълнявани) и адреси, на които трябва да бъдат доставяни стоките, намира минималното разстояние, което ще изминат двамата и служители.
Вход
От първия ред на стандартния вход се въвежда цяло число N – брой на поръчките, които трябва да бъдат изпълнени през деня. От следващите N реда се въвежда по едно цяло число – адреса, на който трябва да бъде доставена стоката при изпълнение на поредната поръчка.
Изход
На единствен ред от стандартния изход да се изведе едно цяло число – намереното минимално разстояние, което ще изминат двамата служители.
Ограничения
   
1≤N≤100 000

Разстоянията от офиса до адресите на доставка, по абсолютна стойност, не надвишават 108.
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Задача 2.3. ДОСТАВКА

Решение
Динамично O(N2)

Нека с X(k) означим координатата на мястото, в което се доставя стоката от поръчка с номер k (за да не пишем излишни думи, с X(k) ще означаваме и самия адрес, в който се доставя стоката от поръчка с номер k).
Да разгледаме частичното изпълнение на работата за деня, при което са изпълнени първите i поръчки. При завършването на тази работа, единият от служителите току-що ще е изпълнил i-тата поръчка и се намира на адрес X(i). Нека последната поръчка, която е изпълнил другият служител към този момент, е с номер j (j<i). Възможно е j=0, което означава, че цялата работа по изпълнение на първите i поръчки е свършена от единия служител, а другият просто е стоял в офиса на фирмата. Нека с f(i,j) (j<i) означим минималното разстояние, изминавайки което, двамата служители могат да изпълнят първите i поръчки, когато  единият завършва на адрес X(i), а другият последно е изпълнил поръчката за адрес X(j) (възможно е той да си почива на този адрес, очаквайки докато колегата му се добере до адрес X(i)). Нашата цел ще бъде да изчислим f(N,j) за всяко 0≤j<N и след това да намерим минимума от намерените N стойности – това ще бъде търсения отговор. Да обърнем внимание, че стойността на  f(i,0) за всяко i се изчислява пряко – това е пътят, който ще измине един служител, изпълнявайки всичките i поръчки. И така предполага се, че j е фиксирано и че вече са известни стойностите на f(x,y) за всички двойки (x,y) x>y, x≤i-1.
 Първото i,  за което трябва да изчислим f(i,j) е i=j+1. Тогава, преди да бъде изпълнена поръчка с номер i, е била изпълнена поръчка с номер i-1=j. Служителят, който е изпълнил тази поръчка, не може да изпълни и поръчка с номер i, тъй като поръчката, която последно е изпълнил другият служител, е с някакъв номер 0≤k<j и ще се наруши изискването след изпълнението на поръчка с номер i от единия служител, другият последно да е изпълнил поръчка с номер j. Тогава поръчката с номер i трябва да бъде изпълнена от служител, който преди това е изпълнил поръчка с някакъв номер  0≤k<j. Това води до формулата:
f(i,j)=min      [f(j,k )+d(k,i)], при i=j+1,
          k=0,1,...,j-1
където d(k,i) е разстоянието от адрес X(k) до адрес X(i).


За следващите стойности на i е изпълнено i>j+1 . Тогава поръчката с номер i трябва да бъде изпълнена от същия служител, който е изпълнил и поръчка с номер i-1, а другият, който е изпълнил поръчка с номер j, да си „почива” – в противен случай отново ще се наруши изискването след изпълнението на поръчка с номер i от единия служител, другият последно да е изпълнил поръчка с номер j. Така че, при i>j+1, получаваме:
f(i,j)= f(i-1,j)+ d(i-1,i).

Както беше казано по-горе, след изчисляването на f(N,j) за всяко 0≤j<N, трябва да намерим минимума от намерените N стойности.

Сложността на алгоритъма е O(N2).
Решение O(NlogN)

Нека с F(i) означим минималното разстояние, изминавайки което двамата служители могат да изпълнят първите i поръчки за деня. Ясно е, че в задачата се търси F(N). Можем да напишем

F(i)=min f(i,x)=min (min f(i,x), f(i,i-1))



x<i
                  x<i-1

Според формулите от предното решение 


f(i,x) = f(i-1,x) + d(i-1,i) при x<i-1
Тогава можем да напишем


F(i)=min f(i,x)=min (min f(i,x), f(i,i-1))=min(min(f(i-1,x)+d(i-1,i)), f(i,i-1))




     x<i-1


      x<i-1
Ако разгледаме вътрешния минимум, то се вижда, че d(i-1,i) може да бъде изнесено извън него, т.е.

min(f(i-1,x)+d(i-1,i)) = min(f(i-1,x))+d(i-1,i) = F(i-1)+d(i-1,i)

   x<i-1


      x<i-1
Тогава получаваме, че:


F(i) = min (F(i-1)+d(i-1,i), f(i,i-1)).

Това означава, че ако намерим начин по-бързо да смятаме f(i,i-1) за всяко i, то ще намерим по-бърз алгоритъм и за решаването на цялата задача.
Да си спомним, че 

f(i,i-1)=min      [f(i-1,k )+d(k,i)]
          k=0,1,...,i-2


d(k,i)=|X(i)-X(k)| =   X(i)-X(k), ако X(i)>X(k), т.е., ако адресът на поръчка с номер i e     надясно от адреса на поръчка с номер k;


или
X(k)-X(i), ако X(i)<X(k), т.е., ако адресът на поръчка с номер i e       наляво от адреса на поръчка с номер k;
Тогава се получава, че 

f(i,i-1)=min      [f(i-1,k )+d(k,i)]=min      [f(i-1,k )+ |X(i)-X(k)|]=
          k=0,1,...,i-2                                            k=0,1,...,i-2

= min      [f(i-1,k ) - X(k)+X(i)]= min      [f(i-1,k ) - X(k)] + X(i)
       k=0,1,...,i-2
 k=0,1,...,i-2
    или

    min      [f(i-1,k ) + X(k)-X(i)]= min      [f(i-1,k ) + X(k)] - X(i)
       k=0,1,...,i-2
 k=0,1,...,i-2
От тук се вижда, че ако се поддържат две структури със стойностите на f(i-1,k )-X(k) и f(i-1,k )+X(k), такива че в тях бързо да се търси минимум в интервала за k от 0 до i-2 за всяко i и бързо да се добавят нови стойности, то ще се намери по-бързо решение на задачата. Такива структури са две индексни дървета, чрез които се реализира динамично RMQ. [image: image1.emf] 
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