ТРЕНИРОВЪЧНИ СЪСТЕЗАНИЯ НАЦИОНАЛЕН ОТБОР
Варна, 29-30.07.2010

Ден 1
Задача 1.1. ГИРЛЯНДА

Новогодишната елха е украсена с гирлянда с безкрайна дължина, която се състои от последователно включени лампички. Когато гирляндата се включи, то светва само първата (най-близка до контакта) лампичка, която свети точно една секунда. След това лампичките започват да мигат, спазвайки следното правило: всяка секунда, за всяка лампичка се проверяват съседните и лампички – ако свети точно една от тях, то лампичката ще свети през следващата секунда; ако това условие не е изпълнено, то през следващата секунда лампичката няма да свети. Първата лампичка има само една съседна. 

Напишете програма garlang, която определя колко лампички ще светят в секунда с номер N.


Вход

От единствен ред на стандартния вход се въвежда цяло, положително число N – номер на секундата, за която се търси колко лампички ще светят.
Изход
На един ред от стандартния изход програмата трябва да изведе само едно цяло, положително число – намерения брой лампички, които ще светят в секунда с номер N.
Ограничения
   
 1 ≤.N≤ 109
Пример





	Вход
	Изход 

	5
	2


Задача 1.1. ГИРЛЯНДА
Решение:
Първият факт, който може да се забележи е, че в секунда с номер m задължително ще свети лампичка с номер m и няма да свети нито една лампичка с номер, по-голям от m. Строго това лесно се доказва по индукция: за m =1 е вярно. Нека е вярно за някое m. Тогава през следващата секунда (с номер m+1) лампичка с номер m+1 ще свети (тъй като през предходната секунда е светила само една нейна съседна – тази с номер m), а никоя от следващите лампички няма да свети, тъй като през предходната секунда не са имали нито една светеща съседна.
Вторият факт е по-сложен и се формулира във вид на лема.
Лема: Ако m=2k-1 (k≥1), то в секунда с номер m ще светят само всички лампички с нечетни номера от 1 до m. Ако m=2k (k≥1) то в секунда с номер m ще свети само  лампичка с номер m.
Доказателство:

Лесно се вижда, че втората част от лемата следва от първата – ако в секунда с номер 2k-1 лампичките светят точно през една, започвайки от лампичка с номер 1, то на следващата секунда всички те ще угаснат, а ще светне само лампичка с номер 2k. 

Лемата се доказва по индукция. 

За k=1 твърдението е вярно, тъй като в секунда с номер 1 свети само лампичка номер 1, а в секунда с номер 2 – само лампичка с номер 2.

Нека твърдението е вярно за някое k. Да го докажем и за k+1. 
И така, в секунда с номер 2k свети само лампичка с номер 2k. Основното, което трябва да забележим е, че в следващите 2k-1 секунди светенето на лампичките ще се разпространява симетрично наляво и надясно от лампичка с номер 2k, като самата лампичка с номер 2k няма да свети. Наистина в първата секунда след тази с номер 2k ще светнат двете и съседни, а тя ще угасне. В следващите секунди лампичките от групата наляво от нея не си влияят с тези от групата надясно и това обезпечава симетрията. Симетрията пък указва, че лампичките от двете страни на лампичка с номер 2k винаги са в едно и също състояние и, поради това, тя няма да светне. И така имаме две групи лампички – едната на тези с номера (2k+1), (2k+2), …, (2k+2k-1) и другата на тези с номера (2k-1), (2k-2), …, 1, които се държат еднакво през следващите 2k-1 секунди. Остава да забележим, че тяхното поведение е същото като на групата лампички 1, 2,…, 2k-1 през първите 2k-1 секунди (наистина тази, последната група тръгва от запалена лампичка с номер 1 и всички други изгасени; групата (2k+1), (2k+2), …, (2k+2k-1) тръгва от запалена лампичка с номер (2k+1) и всички други изгасени; групата (2k-1), (2k-2), …, 1 тръгва от запалена лампа с номер (2k-1) и всички други изгасени, само че я гледаме отдясно наляво. Тогава по допускането на индукцията след още 2k-1 секунди, т.е. в секунда с номер 2k+2k-1 = 2k+1-1, ще светят само лампички 2k+1, 2k+3, …, 2k+1-1 от едната страна и лампички 2k-1, 2k-3, …, 3, 1 от другата. По този начин лемата е доказана.
За пълното решаване на задачата е важна втората част от твърдението на лемата, а именно, че в секунда с номер 2k свети само лампичка с номер 2k. Нека представим N като двоично число:

N = 2m + a,
където 2m е най-високата степен на 2, която влиза в двоичното представяне на N.

Очевидно е изпълнено 

N - 2m < 2m
Така че, ако N=2m (т.е. в двоичното представяне на N има само една единица), то ще свети само една лампичка. В противен случай в секунда с номер 2m ще свети само една лампичка (тази с номер 2m)  и в оставащите N - 2m секунди картината на светещите лампички ще се разпространява симетрично около лампичка с номер 2m, като самата лампичка с номер 2m няма да свети. Ако означим с f(N) броя на светещите лампички в секунда N, то получаваме: f(N) = 1, ако в двоичното представяне на N има само един бит (т.е. N=2m) и  f(N) = 2f(N-2m) в противен случай.
N-2m = N xor 2m, т.е. това е число, което се получава от N като махнем най-лявата единица от двоичното му представяне. От тук следва, че броят на лампичките, които ще светят в секунда с номер N е равен на 2b-1, където b е броят на единиците в двоичното представяне на N.
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