Нека (i, j) означава графа с n върха и ребра ребрата на оригиналния граф с индекси от i до j включително.
Решение за 5 точки
Фиксираме i и j и проверяваме дали графът е свързан, например с dfs.
Сложност: O (m * m * (n + m))
Решение за 20 точки
Нека фиксираме i. 
Забелязваме, че с добавяне на ребро отговорът на въпроса дали графът е свързан може само да се промени от “не” в “да”. 
Можем да използваме disjoint set union(dsu) с някоя оптимизация (например path compression), където при добавянето на ребро можем да преценим дали броят свързани компоненти намалява или се запазва. Сложност: O (m * (m + n) * log (n))
Лема: Нека (i, j) е свързан. Тогава и (i-1, j), и (i, j+1) са свързани. Тоест ако optimal[i], e първото j, за което (i, j) е свързан(или m+1, ако (i, m) не е свързан), optimal[i] ≤ optimal[i+1]. 
Друга възможна идея тук е следната:
[bookmark: _GoBack]Можем да използваме 2 указателя. Нека i=1. Намираме първото j, за което (i, j) е свързан. Увеличаваме i с 1 и местим и j, докато (i, j) не е свързан. Проверката дали графът е свързан след добавяне и премахване на ребро може да стане с dfs. Но i и j ги местим сумарно 2*m пъти. Сложност: O (m * (n + m))
*Принципно вместо dfs за проверка можем да използваме online dynamic connectivity, а то е решимо за O (log (n) ^ 2) / O (m ^ 0.5) за add/cut/query дали 2 върха са в 1 компонента (т.е. обща сложност O (m * log (n) ^ 2) / O (m ^ 1.5) и би трябвало да хванат 100 точки), но не би трябвало някой да успее ги го напише.
Решение за 60 точки
Нека движим i от m до 1. 
Ако (i, m) не е свързан, можем да преминем на предното i. 
Иначе нека ребрата в покриващото дърво, породени от dsu на (i, m), като добавяме в ред от i до m, са active[1], active[2], active[3]… active[n-1]. Сега нека намалим i с 1. 
Нека ребрата, породени от dsu на (i-1, m) като се движим по нарастващ индекс, са edge[1], edge[2] … edge[n-1]. Сега за всеки момент i-1≤j≤m, ако в (i-1, j) u и v не са в 1 компонента, то те не са в 1 и в (i, j) (ребрата на (i, j) са подмножество на тези на (i-1, j)). Тогава е ясно, че ако edge[s]≠i-1 или active[t] за всички 1≤t≤n-1 за някое s: 1≤s≤n-1, то в (i-1, edge[s]-1), p и q(върховете на edge[s]) са в различна компонента, те са в различна компонента и в (i, edge[s]-1), значи edge[s] трябва да присъства в active, противоречие.
Това означава, че edge e подмножество на active ∪ {i-1} . Тогава можем да вземем отговора за i, да добавим i-1 и да намерим отговора за i-1. Това се случва на граф с n ребра, вместо m както беше в идеята за 20 точки. Тогава можем да постигнем сложност O (n * m * log (n))
*Принципно операциите тук са “намери най-скъпото ребро на пътя u, v и го срежи”, “добави ребро”, като структурата на графа остава гора. Може да е възможно да приложим някаква форма на link cut tree, като ще постигнем O(m*log(n)) / O(m*log(n)^2), но и това решение не би трябвало някой да успее ги го напише.
Друга възможна идея тук е следната:
Нека фиксираме left и намерим optimal[left] с dsu като се движим по нарастващ индекс.
Сега нека се движим от optimal[left] към left по намаляващ индекс.
Нека първия момент (т.е. max j), в който (j, optimal[left]) е свързан, означим с left_2, което ще дефинираме като обратна позиция на optimal[left].
Ясно е, че left ≤ left_2. 
От лемата optimal[left] ≤ optimal[j] за left ≤ j. (1)
В същото време optimal[left_2] ≤ optimal[left], защото (left_2, optimal[left]) е свързан. (2)
Тогава от (1) и (2) получаваме optimal[left] ≤ optimal[left_2]  ≤ optimal[left], съответно optimal[left_2]=optimal[left].
Тогава за left < j < left_2, optimal[left] ≤ optimal[j] ≤ optimal[left_2]=optimal[left], тогава optimal[j]=optimal[left]=optimal[left_2]
Вече можем да продължим да решаваме задачата за индекс left_2+1, вместо left+1.
Ясно е, че това е решение не е по-лошо(с точност до константа 2) от това за предния събтаск, но и то изглежда като O (m * m * log (n)). Ще докажа, че всъщност е O (n * m * log (n)). Нека разглеждаме само движенията от left към optimal[left], обратните са не повече от тях и влошават анализа само с коефициент 2.
Нека за всяка позиция p гледаме от колко интервала [left, optimal[left]] се покрива и означим това с cover[p]. Ясно е, че общата сложност тогава e O (∑cover [p] * log (n)).
Нека разгледаме позиция p, която се покрива от left_1 ≤ p ≤ optimal[left_1] и optimal[left_1-1]≠optimal[left_1]. Нека намерената обратна позиция на optimal[left_1] е left_2.
Тогава optimal[left_1]=optimal[left_2] < optimal[left_2+1]
Нека при строенето на (left_2, optimal[left_2]) по намаляващ индекс в [p+1, optimal[left_2]] има t ребра, които са включени в покриващото дърво, породено от dsu. Нека в [left_2+1, p] има s ребра, които са включени в покриващото дърво, породено от dsu, а в [left_2, left_2] има 1 ребро(иначе не бихме спрели там). Тогава 1+s+t=n-1.
Нека при строенето на (left_2+1, optimal[left_2+1]) по намаляващ индекс в [p+1, optimal[left_2+1]] има v ребра, които са включени в покриващото дърво, породено от dsu. Нека при строенето на (left_2+1, optimal[left_2+1]) по намаляващ индекс в [left_2+1, p] има u ребра, които са включени в покриващото дърво, породено от dsu. Тогава u+v=n-1.
Получаваме v-t=s+1-u.
Но ребрата [p+1, optimal[left_2]] са подмножество на тези от [p+1, optimal[left_2+1]], т.е. всяко от s-те ребра или е запазено, или свързаността е вече постигната от други ребра и то е премахнато. Нови не могат да възникват – иначе компонентите не би били достижими и при (left_2, optimal[left_2]) и бихме ги добавили тогава, противоречие.
От тук u ≤ s. Тогава v-t=(s-u)+1 ≥ 0+1=1
Тогава в [p+1, optimal[left_2+1]] има повече ребра, които са породени от dsu, отколкото в [p+1, optimal[left_2]]. 
Тази стойност може да се движи от 0 до n-1, а всяко покриване изисква увеличаване на стойността с поне 1.
Тогава cover[p] ≤ n.
Сега ∑cover[p] ≤ n*m, което искахме. 
Решение за 100 точки
Отговорът очевидно е ∑(m+1-optimal[i]).
Ще използваме dsu, защото при него лесно можем да добавяме ребра и да гледаме дали броят компоненти се променя. Проблемът е, че не можем да премахваме ребра лесно. Всъщност можем да махаме единствено последното добавено ребро и то ако се откажем от path compression. Затова ще използваме union by rank, като винаги добавяме по-малък ранг към по-голям(ако са равни добавяме и 1 към ранга на този, избран за баща). Можем да докажем, че операциите са O(log(n)).
Нека имаме s и t, за които s ≤ t ≤ optimal[s] ≤ optimal[t] ≤ m. Toгава за всяко k, s < k < t, ребрата с индекси от t до optimal[s] задължително участват при (k, optimal[k]). Тоест можем да спестяваме добавянето на много ребра, ако знаем в какъв ред да го направим. 
Ще използваме divide and conquer. Нека i е последното i, за което optimal[i] ≤ m. Тогава пускаме divide_and_conquer (1, i).
На divide_and_conquer подаваме параметри left , right, за да намерим отговора за всички i в интервала [left+1,right-1]. Ако right-left ≤ 1, спираме. Нека имаме dsu, където поддържаме компонентите, ако ребрата [right, optimal[left]] са добавени.
Нека average = (left + right) / 2. Търсим optimal[average].
Ако optimal[left] < right, нямаме общи ребра и просто пускаме решението от втория събтаск да намери optimal[average]. 
Ако optimal[left] ≥ right, добавяме всички ребра в интервала [average, right-1]. След това отново правим brute force решението да намерим optimal[average]. След това премахваме всички ребра, добавени в този случай (те са последните няколко, а ние можем да премахваме последно ребро, и го правим).
Преди да пуснем divide_and_conquer(left, average), трябва да разширим интервала от ребра [right, optimal[left]] в [average, optimal[left]]. Това е ясно, че можем да го направим. Тогава пускаме divide_and_conquer(left, average) и след това премахваме ребрата, които добавихме в параграфa.
Аналогично преди да пуснем divide_and_conquer(average, right), трябва да разширим интервала от ребра [right, optimal[left]] в [right, optimal[average]], да пуснем divide_and_conquer(average, right) и след това да премахнем ребрата, които добавихме в параграфa.
Нека с F(d1, d2) означим броя ребра, които ще добавим в dsu-то, ако right-left=d1 и optimal[right]-optimal[left]=d2. Тогава F (d1, d2) ≤ d1 + d2 + F (d1 / 2, p) + F (d1 / 2, d2-p), защото за да намерим optimal[average] ще добавим най-много d1+d2 ребра, а ако p=optimal[average]-optimal[left], то ще пуснем 2 divide_and_conquer-а с параметри F(d1/2,p) и F(d1/2,d2-p).
Можем да докажем, че F(d1,d2) ≤  (d1+d2)*log2(d1*d2) с алгебрични преобразувания.
За задачата получаваме O (F (m, m) * log (n)) = O (m * log (m) * log (n))
										Автор: Мартин Копчев

