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Task 1. Monopoly (Bulgaria)

	
XIII INTERNATIONAL AUTUMN TOURNAMENT IN INFORMATICS
SHUMEN 2021
XXI НАЦИОНАЛЕН ЕСЕНЕН ТУРНИР ПО ИНФОРМАТИКА

Анализ
Тагове: Ориентирани графи, DFS, покриващо дърво, топологично сортиране
„Полетата“ и „директните връзки“ между тях очевидно могат да се преведат като върхове и ребра на граф. Този граф според условието е насочен, не е мултиграф и няма двойки насочени ребра от вида i → j и j → i. Това, което се иска в задачата, е преориентирането на част от ребрата, така че в новия граф да няма цикъл. Сега вече ще започнем да разглеждаме решения на тази задача. От условието на задачата – графът има N върха и M насочени ребра.
Първата подзадача е за 15 точки. Тя е за наивната идея – пробваме обръщането на посоката на всяко подмножество ребра от входните ребра, докато при някое такова се получи граф без цикъл. Понеже всички подмножества на въведените M ребра са 2M и за всяко такова ще ни трябва грубо  време да разберем дали в новия граф има цикъл (пускаме DFS или пробваме да намерим топологично сортировка), получаваме за цялата сложност .
Втората подзадача е за 40 точки. Нека намерим силно свързаните компоненти на графа. Сега всички цикли са ни в силно свързаните компоненти, а върхове, които са в различни компоненти, не образуват цикъл. Затова ребрата, които свързват тези компоненти няма да ги обръщаме. Ще се фокусираме върху една силно свързана компонента. Извършваме следната операция: вземаме произволен връх x в компонентата и пренасочваме всички ребра, които излизат от x (и отиват във върхове от силно свързаната компонента) да влизат в x. Така x ще участва само в ребра, които влизат в него, т.е. успяхме да го изолираме, с което сме сигурни, че не участва в нито един цикъл. Сега можем за върховете от бившата силно свързана компонента, отново да намерим силно свързаните компоненти (съответно изолирания връх ще е сам в силно свързана компонента), да приложим същата операция за компонентите с повече от 1 връх и т.н. Най-лошият случай сега е, ако всеки път всички върхове са в една силно свързана компонента и ако трябва да преориентираме към половината от ребрата, за да получим отговора. Тук сложността ще е грубо  за всяко търсене на силно свързани компоненти, което ще се извърши максимално M/2 пъти, откъдето сложността на това решение в най-лошия случай ще е , но в действителност решението върви много по-бързо.
Третата подзадача е за 25 точки. Една проста идея е да правим обхождане на графа с DFS и ако стигнем ребро, което затваря цикъл, да му обърнем посоката. Така пускаме DFS-и докато вече нямаме цикъл. Обръщането на ребрата при представяне на графа със списък на съседите не е бърза операция, защото би се наложило изтриване на връх от списъка на съседите. Ако използваме за всеки списък на съседите set или unordered_set, тогава триенето и слагането биха били с логаритмична сложност или амортизирана константа в средния случай. Този проблем може да бъде решен и по-друг начин, гарантирайки константа сложност и на двете операции. При най-елементарна реализация това решение би било ужасно в най-лошия си случай, защото обръщайки ребро можем да създаваме нови цикли, с което си увеличаваме работата. Можем да забележим следното. Нека текущият DFS ни е създал някакво покриващо дърво на графа. Тогава ребрата, които създават цикли са тези, които са насочени нагоре от връх към някой връх, намиращ се на пътя от корена към текущия връх. Ако обърнем тяхната посока, графът ще остане без цикли, защото всички ребра ще са насочени към върхове „надолу“ в дървото! Така това решение става линейно, но е малко по-бавно от пълното решение и затова е само за 80 точки. Сложността е .
Последната подзадача е за 20 точки. Пълното решение ползва значително по-проста идея. Граф е ацикличен тогава и само тогава, когато има топологично сортиране. Нека началният ни граф е цикличен (случаят, когато е ацикличен е ясен). Той няма топологично сортиране и ако след обръщане на ребра успеем да му направим, ще получим граф без цикъл. Нека си „харесаме“ топологично сортиране, например най-простото: 1, 2, 3, 4, …, N. В него бихме имали ребро от i до j, ако i < j. Сега да се върнем към нашия граф. За да има топологичното сортиране, което си фиксирахме, не трябва да има ребра от i до j, за които i > j. Имайки предвид промяната на ребрата, можем да обърнем посоката на всички такива ребра. Така графът ни ще остане само с ребра в правилната посока. За новополучения граф топологичното сортиране 1, 2, 3, 4, …, N е валидно. Очевидно в него няма цикли, защото, тръгвайки от връх i, отиваме във върхове с по-големи номера и няма как да се върнем при посетен, защото той би бил с по-малък номер. Реализацията на това решение е доста лесна – с едно минаване по списъка на съседите при срещане на ребра от i до j, за които i > j, ги обръщаме. Дори и това не е нужно, защото можем да намираме ребрата още докато четем входа. Така това решение е чисто линейно (без константа) и с гарантирана сложност .
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