Анализ на задача 2012

Тази задача позволява доста подходи, съчетавайки материя от области на математиката като тригонометрия, стереометрия и вектори с информатически техники като разделяй и владей, двоично търсене, алгоритми за намиране на най-къс път и динамично програмиране. Но в основата си задачата лежи в Теория на графите.

Първата стъпка към решението е представянето на входните данни в подходящ за обработване вид. Един интуитивен вариант е граф, чийто върхове са летищата и чийто ребра представляват полетите. Всеки полет се характеризира с две основни величини (освен двете летища, които свързва) – дължината му и горивото, което изразходва самолета при него. Така имаме претеглен граф с N върха и M ребра и с по две тегла на ребро. За удобство можем да приемем, че теглото, съответстваща на горивото, е положителна и всъщност да работим с общото изразходено гориво, искайки то да не надвишава C (вместо теглото да е отрицателно и да работим с останалото ни гориво, искайки то да не става отрицателно). Можем също така да забележим, че дължината на полета еднозначно определя времето, тъй като скоростта на самолета е константа, затова ще считаме, че търсим най-късия път (накрая просто ще разделим резултата на V, за да получим времето). Но за разлика от едното тегло на ребрата – горивото, което ни е зададено директно във входа – дължината на полетите трябва да се изчисли от решението. За това има няколко възможни подхода:

I. Геометрични подходи: първите няколко начина се базират на различни основни геометрични факти. Всички те използват това, че дължината на дъга от окръжност може да се изчисли като αR, където α е съответстващия на дъгата централен ъгъл, а R е радиусът на сферата. Знаейки това, остава само да пресметнем ъгъла. За това има няколко различни варианта, като основните от тях са следните:
1. Скаларно произведение – най-вероятно всички състезатели са запознати със скаларното на два вектора в равнината и с факта, че то всъщност е равно на произведението на дължините на векторите по косинуса на ъгъла между тях. Това определение се разширява напълно естествено до триизмерното пространство – скаларното произведение на векторите a и b е просто ax*bx + ay*by + az*bz. След като разделим този израз на дължините на векторите, получаваме косинуса на ъгъла. И тъй като ъглите, с които може да се наложи да работим в задачата, са в интервала [0; π], можем да използваме вградената функция acos, която връща ъгъл точно в този интервал, който има съответния косинус.
2. Косинусова теорема – ако разгледаме триъгълника, образуван от центъра на сферата и двете летища, между които търсим разстоянието, в него знаем и трите страни – две от тях са равни на R, а третата се изчислява лесно от координатите на летищата. Прилагайки косинусова теорема за централния ъгъл, намираме косинуса му и отново намираме ъгъла чрез аркускосинус.
3. Синусова теорема – ако изберем произволна точка от голямата дъга от голямата окръжност(т.е. не от дъгата, чиято дължина търсим, а от другата), знаем, че вписаният ъгъл, образуван от избраната точка за връх и векторите от нея до разглежданите летища като рамена, е равен на половината от централния. Прилагайки синусова теорема за този ъгъл, намираме синуса му. Тъй като той е половината от централния, стойността му е в интервала [0; π/2] и безпроблемно можем да използваме вградената функция asin, за да намерим големината на ъгъла.
II. Разделяй и владей

Чрез две наблюдения, за които не са нужни толкова математически познания, можем да си позволим да реализираме алгоритъм, базиран на техниката „разделяй и владей”. Те са следните:

1. Радиусът, който разполовява дадена хорда, разполовява и съответстващата й дъга.

2. При достатъчно малко разстояние между две точки от окръжност може да приемем, че дължината на дъгата е равна на дължината на отсечката, свързваща двете точки.(Всъщност това е известното математическо твърдение (sin x)/x
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Това ни дава възможността да реализираме следния алгоритъм: ако разстоянието между точките е достатъчно малко, приемаме, че то е равно и на дължината на дъгата. В противен случай намираме дължината на половината дъга и приемаме като резултат два пъти тази дължина.

Експериментално може да се установи кога трябва да се прекъсне алгоритъмът, за да се получи достатъчно добра точност на пресмятанията.

Частта от алгоритъма, която не е напълно определена като имплементация, е разделянето на дъгата на две равни части – т.е. намирането на средата й. Това се осъществява, като намерим средата на отсечката и я продължим, докато пресече сферата. Тук отново има математически и не толкова математически подход. Математическият е чрез съответното уравнение за дължината на търсения вектор да намерим по какъв коефициент трябва да умножим този, който свързва центъра на сферата със средата на отсечката.

Другият възможен е да приложим двоично търсене, с което да избегнем уравнението (въпреки че въпросното уравнение е достатъчно тривиално, това също е един възможен подход). Поради влагането на сложности обаче този подход би могъл да се окаже твърде бавен за нуждите на задачата.

Всички подходи може да намерите във файла maths.cpp. Файлът basic.cpp съдържа основните функции за четене и печатане на данните и е необходим за работата на всяко едно от приложените решения. За да изпробвате какви резултати се получават с някоя функция за изчисляване на дъга, различна от тази в basic.cpp, достатъчно е да замените функцията „arclength_cos” с която и да е от предложените в maths.cpp (разбира се, заедно с помощните й функции).
Нека означим дължината на полета между летищата u и v с dist[u][v], а изразходеното гориво – с fuel[u][v]. Сега остава да решим задачата. Имаме двойно претеглен граф, в който търсим най-кратък път по едното тегло (дължината на пътя), но същевременно искаме другото тегло да не надвишава дадена константа (изразходеното гориво). На практика искаме да минимизираме два критерия едновременно. Наивният подход е да изпробваме всички възможни пътища от S до T, като по пътя смятаме новото гориво и новата дистанция след всяко ребро. Имайки предвид наблюдението, че е възможно в оптималния път да се повтарят върхове (напр. по средата на маршрута се „отбиваме“ встрани да заредим и после пак се връщаме), един подход е постепенно да увеличаваме максималния възможен брой върхове в пътя и да пускаме рекурсивно обхождане (DFS with iterative deepening). Това решение предполага все пак първо да е конструиран графа, затова получава 40 точки. C++ имплементация може да намерите във файла bruteforce.cpp
Но стандартен алгоритъм за ефективно решаване на задачата в този й вид не съществува, затова би било удачно да помислим за друга структура. Бихме могли да конструираме нов граф, в който върховете представляват летищата, комбинирани с текущата стойност на единия критерий, а другият критерий да служи за тегла на ребрата, които пак ще представляват полетите. Така ще се налага да минимизираме само един критерий. Тъй като разстоянието между две летища е дробно число, броят на двойките (летище, изминато разстояние) е необхватен, така че това не е удачен вариант за върхове на новия граф. За сметка на това, изразходеното гориво за който и да е път е цяло число от 0 до C (няма смисъл да разглеждаме пътища, при които се изразходва повече от C гориво), което прави максималният брой на двойките (летище, изразходено гориво) един милион = най-голямото възможно N по най-голямото възможно C.  Ако тези двойки са върховете, то ребро ще има от (v, f_v) до (u, f_u) ако има полет между v и u и ако f_v + fuel[v][u] = f_u, а теглото му ще е dist[v][u]. Така в най-лошия случай за всеки полет има толкова нови ребра, колкото на брой стойности на изразходеното гориво се достигат в двете му летища, или максимум 2MC = 20 милиона ребра при най-големите стойности. Намирането на най-къс път от (S, 0) до (T, i) за всяко i и вземането на минималния от тези би дало отговора.

Всъщност, тази ситуация много наподобява задачата “Bicriterial routing” от Балтийската олимпиада по информатика през 2002 – в нея се търсят всички най-добри пътища от A до B в даден граф с цена и време за всяко ребро, като един път с характеристики (cost1, time1) е по-добър от друг път (cost2, time2) ако cost1 < cost2 и time1 < time2. Решението на нашата задача би било аналогично на частта от решението на “Bicriterial routing” с динамично програмиране:

dp[u][f_u] = min{ dp[v][ f_u – fuel[v][u] ] + dist[v][u] } за всички съседи v на u. Граничен случай dp[S][0] = 0. Отговорът на задачата е min{ dp[T][i] } / V измежду всички валидни i.

Обаче все още не сме имали предвид летищата, където може да се презарежда. Нека за удобство ги наричаме „бензиностанции”. Един вариант е да ги отчетем в новосъздадения граф. Това може да стане е като вземем всички ребра от (v, f_v) към (u, f_v + fuel[v][u]) и ги „пренасочим” към (u, 0) ако u е бензиностанция (и, разбира се, ако f_v + fuel[v][u] ≤ C). Така на практика нулираме изразходеното гориво при всяко преминаване през бензиностанция, както се иска в условието. Но тук възниква проблем – в новия граф може да се получи цикъл. Всъщност гореописаното динамично програмиране разчита на факта, че с всяко изминато ребро изразходеното гориво нараства, което гарантира, че не може да възникне цикъл – винаги f_u е по-голямо от f_u – fuel[v][u], защото fuel[v][u] винаги е положително. Но сега е възможно, примерно, ако fuel[3][5] = 10 и летище 5 е бензиностанция, да се получи зацикляне: (3, 10) -> (5, 0) -> (3, 10). Преди да отчетем бензиностанциите, този маршрут би изглеждал така: (3, 10) -> (5, 20) -> (3, 30) и динамичният подход би работил. Но в момента той е грешен. Проблемът може да се реши по два начина.

1. Най-късите маршрути може да се намерят ако, вместо с динамично програмиране,  пуснем алгоритъма на Дийкстра за най-кратък път от върха (S, 0) и вземем най-късия измежду тези до (T, i). При ефективна имплементация с приоритетна опашка, сложността на алгоритъма би била O( 2MC*log(NC) ) или в най-лошия случай 400 милиона итерации. C++ имплементация може да намерите във файла dijkstra.cpp
2. Може да конструираме трети граф, в който върхове са само T, S и бензиностанциите, а теглото на ребро от u до v е равно на най-късия път от u до v без презареждане. Очевидно, в новия граф не ни интересува изразходеното гориво, тъй като то винаги се нулира при минаване през връх от него. Също така, всеки възможен път в него отговаря на възможен път и в началния граф. Тъй като броят на върховете в този граф е не повече от 21, достатъчно е да се пусне какъвто и да е алгоритъм за намиране на най-кратък път (напр. на Флойд), за да получим отговора. Остава само да изчислим теглата на ребрата му, т.е. да намерим от всяка бензиностанция до всяка друга най-краткия път, който не минава през трета. Това вече може да стане безпроблемно с динамичното програмиране, описано по-горе, като го пуснем по веднъж с граничен случай dp[w][0] = 0 за всяко w бензиностанция и просто не минаваме „транзитно” през бензиностанции, т.е. в гореописаната формула игнорираме съседите на u, които са бензиностанции (освен ако v = w). Сложността на една инстанция на динамичното е O ( 2MC ), от където цялата сложност на алгоритъма е O( 2MC*K ), при K = броят на бензиностанциите. В най-лошия случай сложността е 200 милиона. C++ имплементация може да намерите във файла dpfloyd.cpp
Интересното е, че log(NC) факторът в повечето случаи реално се оказва доста по-малък (размерът на опашката в повечето време е доста по-малък от NC), което прави Дийкстра подходът доста по-бърз от решението с динамично програмиране и алгоритъм на Флойд. Първото получава 100 точки, а второто – 90.
Тъй като тази задача “мирише” на Дийкстра от самото начало и идеята не е трудна за измисляне от един опитен състезател, първоначалният замисъл беше решението за пълен брой точки да е малко по-различно. Става въпрос за модифициран алгоритъм на Дийкстра, който в средния случай намира отговора десетки пъти по-бързо от стандартната версия, описана в т. 1. Проблемът е, че в най-лошия случай сложностите на двата алгоритъма се доближават, и ако стандартният работи, примерно, за 5 секунди, то модифицираният работи за 3.  Коефициент 1.5 на ефективност не е задоволителен, поради което все пак стандартният алгоритъм беше избран за пълно решение. Въпреки това, ето кратко описание на евристиката, която обхожда единствено “смислените” върхове от графа, т. е. ако за върхове (v, f_v1) и (v, f_v2)  е изпълнено f_v1 < f_v2 и ако най-късият път от (S, 0) до първия връх е по-малък от този до втория, няма смисъл да разглеждаме (v, f_v2).

· На всяко летище съпоставяме двойката (път, гориво), като в началото такава двойка имаме инициализирана единствено за летище S – (0, 0).

· Докато имаме инициализирани двойки (двойки в приоритетната опашка), измежду всички тях избираме минималната, т. е. тази с най-кратък път, или при равенство – с най-малко гориво. Нека я означим с (d_v, f_v) и нека тя съответства на летище v.

· Първо я съпоставяме на летище v – тя вече се води текуща за него.

· След това за всяко u, което е съсед на v, cъставяме двойката (d_v + dist[v][u], f_v + fuel[v][u]) и проверяваме дали тя е кандидат за “следваща” двойка на летище u – т. е., ако текущата двойка съпоставена на u е (d_u, f_u), искаме d_u > d_v + dist[v][u] и f_u < f_v + fuel[v][u] (всъщност искаме само второто – първото винаги ще е изпълнено). Ако е така, то инициализираме новата двойка (добавяме я в приоритетната опашка).

По този начин за всяко летище обхождаме двойките (път, гориво) в нарастващ ред спрямо пътя и намаляващ спрямо горивото – обхождаме само несравними “минимални” двойки. C++ имплементация може да намерите във файла pfs.cpp
Координатите на летищата в тестовете са генерирани на произволен принцип, като впоследствие са свързани, така че за всеки тест да се осигури някакъв брой презареждания за стигане от S до T (за да се попречи на грешни решения, които просто игнорират бензиностанциите – поради същата причиня няма включени тестове, в които няма отговор). Генераторът също така се стреми да създаде максимален брой върхове в графите на описаните решения в т. 1 и 2. Въпреки това, произволността на координатите на летищата пречи на създаването на тест, който да „изстиска” максимално решенията. Един „лош” случай е следният граф:
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Двойките представляват характеристиките на ребрата (път, гориво), а сивите ребра са „фиктивни” – с някакъв минимален път и гориво, напр. (1,1). Така всеки път до от S до v води до различна двойка (път, гориво), която е несравнима с останалите. Какъвто и граф да конструираме след v, решенията в т.1 и 2 ще обходят почти максималния брой върхове. Евристиката все още е много по-бърза от нормалната Дийкстра, освен ако не продължим графа като свържем всички останали върхове с еднакви двойки (път, гориво) към v и към T. По този начин задължаваме алгоритъма да обходи всички възможни двойки в тези върхове преди да продължи към T. Такъв тест се оказа прекалено труден за конструиране върху сфера и затова не е включен в крайните тестове.
Описание на тестовете (K = брой бензиностанции в минималния път, освен S):

	Тест
	N
	M
	K
	Описание

	0
	6
	9
	1
	Примерния тест

	1
	4
	5
	0
	Произволен свързан граф

	2
	5
	6
	1
	Произволен свързан граф

	3
	6
	13
	0
	Произволен свързан граф

	4
	7
	10
	1
	Произволен свързан граф

	5
	7
	8
	1
	Произволен свързан граф

	6
	8
	11
	1
	Произволен свързан граф

	7
	7
	8
	1
	Произволен свързан граф

	8
	8
	9
	2
	Два цикъла във формата на 8 със S и T от двата края

	9
	209
	565
	6
	Около 40 „струпвания” от летища (с много ребра по между си) свързани в дървовидна структура

	10
	316
	417
	10
	Подобно на частта от S до v в гореописания „лош” случай

	11
	393
	4104
	1
	Около 10 струпвания

	12
	464
	2112
	3
	Около 10 струпвания

	13
	523
	1100
	11
	Около 60 струпвания и няколко произволни ребра

	14
	666
	3000
	4
	Произволен свързан граф

	15
	724
	4116
	6
	Произволен свързан граф

	16
	795
	940
	13
	Произволен свързан граф с малко цикли, който започва както гореописания „лош” случай

	17
	845
	2978
	2
	Около 100 струпвания + произволни ребра

	18
	902
	1201
	18
	Подобно на частта от S до v в гореописания „лош” случай

	19
	993
	9250
	1
	Около 100 струпвания + произволни ребра

	20
	999
	9993
	3
	Около 50 струпвания + произволни ребра; започва подобно на гореописания „лош” случай
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